
c©ÌàòÁþðî � ðåøåíèå çàäà÷ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë
Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë du ôóíêöèè u = f(x, y, . . . , t) (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ðàâåí ñóììå
âñåõ åå ÷àñòíûõ äèôôåðåíöèàëîâ:
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Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå, åñëè îíà èìååò â ýòîé òî÷êå ïîëíûé äèô-
ôåðåíöèàë. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòîâ ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
ìîæíî ñ êàê óãîäíî ìàëîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ çàìåíèòü åå ïîëíûì äèôôåðåí-
öèàëîì: ∆u ≈ du.

Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè
Ïóñòü z = F (u, v, . . . , w), ãäå u = f(x, y, . . . , t), v = ϕ(x, y, . . . , t), ..., w = ψ(x, y, . . . , t).
Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè z âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
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Åñëè u, v, ..., w � ôóíêöèè òîëüêî îò x, òî z � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ îò x è
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Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé ôóíêöèè
Ïóñòü ôóíêöèÿ z(x, y) çàäàíà íåÿâíûì ñîîòíîøåíèåì F (x, y, z) = 0. Òîãäà
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà óðàâíåíèåì f(x, y) = 0, òî y′x = −f ′x/f ′y.

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè
Ïóñòü ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåìF (x, y, z) = 0 è òî÷êàM0(x−0, y0, z0) ëåæèò íà íåé.
Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êåM0 èìååò âèä

(x− x0)F ′x(M0) + (y − y0)F ′y(M0) + (z − z0)F ′z(M0) = 0,

à óðàâíåíèå íîðìàëè (ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM0 ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè) èìååò âèä
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Åñëè F ′x, F ′y, F ′z îáðàùàþòñÿ â íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå, òî îíà íàçûâàåòñÿîñîáîé, â íåé íå
ñóùåñòâóþò íè êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü, íè íîðìàëü.

Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(M) â òî÷êå M íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì), åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) ïî ñðàâíåíèþ ñ åå çíà÷åíèÿìè âî âñåõ äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ òî÷êàõ. Ôóíêöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò èìåòü ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì (ýêñ-
òðåìóì) òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, â êîòîðûõ
âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ èëè íå ñóùåñòâóþò. Òàêèå òî÷êè
íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êèM0, íóæíî èññëåäîâàòü â íåé çíàê îïðåäåëèòåëÿ
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Ïðè ýòîì:
1. Åñëè ∆ > 0, òî â òî÷êåM0 åñòü ýêñòðåìóì (ìèíèìóì, åñëè f ′′xx > 0 èëè ìàêñèìóì, åñëè
f ′′xx < 0).
2. Åñëè ∆ < 0, òî â òî÷êå M0 íåò ýêñòðåìóìà.
3. Åñëè ∆ = 0, òî äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè â òî÷êåM0 ýêñòðåìóìà
íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Óñëîâèÿ 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè íàëè÷èÿ (îòñóòñòâèÿ) ýêñòðåìóìà.

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
Ôóíêöèÿ f(M), íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòèD îáÿçàòåëüíî
èìååò â ýòîé îáëàñòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ. Ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ åþ
èëè â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà, ëåæàùèõ âíóòðè îáëàñòèD, èëè â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå
îáëàñòè.

Ïðàâèëî:
1. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè îáëàñòèD, è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè
â ýòèõ òî÷êàõ.
2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòèD.
3. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (âíóòðè îáëàñòè è íà ãðàíèöå) è âûáðàòü íàè-
áîëüøåå è íàèìåíüøåå.
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